EVENTOS DE CRISES NO MODELO FERMI-ULAM DISSIPATIVO. Diego Fregolente Mendes de
Oliveira, Edson D. Leonel, R. E. de Carvalho - Fisica - Departamento de Estatistica, Matematica Aplicada e Com-
putagao - Instituto de Geociéncias e Ciéncias Exatas - Universidade Estadual Paulista - Rio Claro - SP - Brasil

PACS numbers: 05.45.-a, 05.45.Pq, 05.45.Tp

Em uma tentativa de explicar a acelerac¢ao de raios césmicos, Enrico Fermi [1] prop6s um modelo no qual particulas
carregadas poderiam ser aceleradas a partir de colisbes com estruturas magnéticas em movimento pelo espago inter-
estelar. Desde entdo vdarias versoes para o modelo vem sendo propostas [2-7].

Umas das versoes mais estudadas é o Modelo Fermi-Ulam. O modelo é descrito como sendo uma particula cldssica
confinada entre duas paredes rigidas, estando uma delas fixa e a outra movendo-se periodicamente com o tempo. Para
a versao conservativa assumimos que todas as colisoes com ambas paredes sao completamente elasticas. O espago de
fases apresenta uma estrutura mista, ou seja, dependendo da combinacao dos parametros de controle e das condigoes
iniciais podem ser observados mares de caos, curvas invariantes spanning e ilhas Kolmogorov-Arnol’d-Moser (KAM).
E importante enfatizar que a presenga das curvas spanning limita o ganho de energia da particula no mar cadtico.
Observamos que a introducao de dissipagao provoca uma drastica mudanga na dindmica do problema, como o fato de
que o modelo passa a nao preservar area do espaco de fase. Pode-se entao observar a existéncia de atratores cadticos
[8], e em especial eventos de crises [9)].

Consideraremos, nesse trabalho, a vesao dissipativa do Modelo Fermi-Ulam no qual uma particula classica de massa
m esta confinada entre duas paredes rigidas, estando uma delas fixa e a outra movendo-se periodicamente no tempo.
Assumiremos que a particula sofre colisoes inelasticas com ambas paredes. Para a parede fixa, introduziremos um
coeficiente a € [0, 1], enquanto que para a parede mével consideraremos § € [0,1]. No limite quando a« = 8 =1
recupera-se todos os resultados do caso conservativo. Para a = 0, o que corresponde a uma colisao completamente
ineldstica tem-se que uma unica colisao é suficiente para terminar toda a dinamica do sistema. Por outro lado, se
B = 0, equivale a particula sofrer uma colisao completamente inelastica com a parede movel e esta re-langar a particula
no sistema com velocidade igual a velocidade maxima da parede mével. A dinamica deste modelo é descrita através
de um mapa bidimensional com trés parametros de controle. Mostraremos que a introdugao de dissipacao destrdi a
estrutura do espago de fase incluindo a ocorréncia de eventos de crises.

Comegaremos descrevendo o modelo e os procedimentos necessérios para a construgao do mapa. O modelo consiste
basicamente de uma particula confinada entre duas paredes rigidas. Uma delas estd fixa em z = [ enquanto a outra
move-se periodicamente de acordo com a equagdo ., (t) = ecos(wt) onde & corresponde & amplitude de oscilagao
e w é a freqiiéncia da parede mével. O movimento da particula nao sofre influéncia de qualquer campo externo.
Assumiremos que as colisoes com ambas paredes sao ineldsticas. Os coeficientes de restituicao, tanto da parede mével
(8) quanto da parede fixa («) pertencem ao intervalo (0,1).

A dindmica do modelo é descrita em termos de um mapa bidimensional nao linear nas variaveis velocidade e tempo.
Para a construcao desse mapa é conveniente usarmos varidveis adimensionais. Para tanto, temos que o tempo é
medido em termos do nimero de oscilagoes da parede mével ou seja, ¢, = wt,,. Definimos também a velocidade como
sendo V,, = v, /(wl) e € = ¢/l. Comegaremos o estudo da dindmica considerando uma condigao inicial (V,, ¢p) com
posigao da particula dada por z,(¢,) = €cos(¢,). Portanto temos que a dindmica é dada por um mapa 7' tal que
T(Viy dn) = (Viut1, dng1). O mapa é escrito como sendo

[ Vsr = Vi — (1 + B)esin(6ns1)
T' { buir = 6o+ AT, mod(@r) @

onde as expressoes correspondentes para ambos V¥ e AT,, dependem de qual tipo de colisdo ocorre, isto é : (i) colisoes
sucessivas e ; (ii) colisdes nao sucessivas. Para o caso de colisoes sucessivas, apés a particula entrar na zona de colisao,
x € [—¢,¢€] e sofrer uma colisdo com a parede em movimento, a particula pode vir a sofrer uma segunda e entéo
sucessiva colis@o. Neste caso as expressoes para V,* e AT, sdo dadas por V) = —0V,, and AT, = ¢.. O valor de ¢,
é obtido numericamente como solucao da equagio G(¢.) = 0 com ¢, € (0,27]. A fungdo G(¢.) é obtida apartir da
condigao de que a posigdo da particula seja a mesma posicao da parede em movimento. A equagio G(¢.) é escrita
como sendo:

G(¢c) = ECOS((bn + (bc) - 6COS(¢n) — Voo . (2)

entretanto se a funcao G(¢.) nao tem raiz no intervalo ¢. € (0, 2x], concluimos que a particula deixa a zona de colisdo
sem sofrer uma sucessiva colisao. Para o caso de colisoes sucessivas, temos que o determinante da Matriz Jacobiana
é dado por



Vi + esin(ey,)

a2
det(J) =f3 Vi1 + esin(épni1)

(3)

Podemos observar claramente que somente para o caso limite § = 1, o mapa preserva area no espago de fases.

Agora consideraremos o caso de colisbes nao sucessivas. Neste caso, as express()es para V¥ e AT, sao V) = faV, e

AT, = ¢ + ¢ + ¢¢, onde os termos auxiliares sdo ¢, = m e ¢ = . A expressdo de ¢, corresponde ao

tempo de viagem gasto pela particula até a parede fixa e apds sofrer uma cohsao com esta a particula é refletida com
velocidade aV,,. Entao, o termo ¢; denota o tempo gasto pela particula até entrar novamente na zona de colisao.
Finalmente, ¢. é numericamente obtido como solugao da equagao F(¢.) = 0 com F(¢.) dado por

F(¢c) = €cos(¢n + dr + ¢1 + ¢c) — € + Ve - (4)

A equagdo acima é obtida da condi¢do de igualdade da posi¢do da particula e da parede mével. A fase ¢. deve
pertencer ao intervalo ¢. € [0, 27]. Para colisdes nao sucessivas temos que o determinante da Matriz Jacobiana é dado
por

Vi + esin(¢y,)

det(J) = o2 5> -
() A Vi1 + esin(dp41)

()

Neste caso o modelo preserva drea somente no limite a = g = 1.

Para descrever a ocorréncia de eventos de crise, devemos conhecer exatamente a localizagao dos pontos de sela.
Assim, para obter a localiza¢ao dos pontos fixos (sela, né, etc), devemos resolver as equagoes V11 =V, € ¢pp1 = ¢n.
A solugao dessas esquagoes nos fornece que

1
= [522 snten (©)
¢ = £ arccos [6176261‘;7 — 1] ) (7)

onde o termo auxiliar v é definido como sendo

2eamm { 1—|—ﬂ}

a+l [fa—-1
em=1,2,3,4,.... Assim, para m = 1, um ponto de sela é dado por
1
_ [ﬁa—i_—ﬁl} esin(9) | (9)
_ 2 2 _1
¢ = — arccos [6 i 626_'__;; ] (10)

Sabemos que, para um ponto fixo do tipo sela existem dois tipos de variedades: (a) estéveis e, (b) instdveis. As
variedades instaveis sao obtidas a partir da iteracao do mapa T com condigoes iniciais apropriadas. Por outro lado, a
construcao das variedades estaveis é um pouco mais complicado visto que precisamos obter a inversa de T'. Felizmente,
o mapa que descreve a dinamica do Modelo Fermi-Ulam é bastante simples de modo que podemos obter a inversa
de T, a qual chamaremos de T~'. Portanto temos que T~ (Vi 41, ¢ns1) = (Vi, dn) e, consequentemente a expressio
para a velocidade é dada por

v, = Bia[vn+1 + (14 B)esin(éni)] - (11)

Por outro lado a fase ¢,, é obtida apartir da condi¢ao h(¢,) = 0, onde h(¢,) é escrita como sendo

h(én) = Vasr + (1 + Blesin(dni1)l(én — dni1) + B(1 + @) — Baecos(dn) — Be cos(dni1) - (12)
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FIG. 1: Variedades Estaveis e Instdveis para um ponto de sela considerando m = 1 e m = 2. Os parametros de controle
utilizados foram ¢ = 0.02, § =1 e: (a) o = 0.8947 (imediatamente antes da crise); (b) o = 0.905 (imediatamete apds a crise);
(c) Pontos fixos atrativos para m = 1 e m = 2 e um atrator caético; (d) Suas correspondentes bacias de atragdo. A regido
em preto corresponde a bacia de atragdo do atrator cadtico; a de cor cinza é a bacia de atracdo para o ponto fixo de m = 2;
finalmente a regiao marrom corresponde & bacia de atragdo do ponto fixo m = 1.

A equacao (12) é resolvida numericamente através do método de Newton.

Nesta segao discutiremos nossos resultados numéricos. Concentraremo-nos na caracterizacao dos eventos de crises
de fronteira.

Podemos ver na Fig 1 o comportamento das variedades estaveis e instdveis para um ponto fixo do tipo sela dados
pelas Egs. (9) e (10). Vemos que os dois ramos das variedades instdveis evoluem de modo que uma delas gera o ponto
fixo atrativo enquanto o outro gera o atrator cadtico. Por outro lado, os dois ramos da variedade estdvel (obtidos
a partir de T~!) geram as fronteiras das bacias de atracdo tanto para o atrator cadtico quanto para o ponto fixo
atrativo. Se incrementarmos o valor do parametro a, que é equivalente a reduzir a forga da dissipacao, os dois ramos
da variedade estavel que estabelecem os limites das fronteiras das bacias colidem com as bordas do seu atrator cadtico.
Essa colisao implica na subita destruicao do atrator cadtico e também de sua bacia de atracao. Este evento recebe o
nome de crise de fronteira [10, 11].

Antes do evento de crise existem dois tipos de atratores, isto é: (i) dois pontos fixos atrativos e, (ii) um atrator
cadtico, como podem ser vistos na Fig 1(c). Assim como podemos esperar, deve haver trés diferentes bacias de atragao,
como ¢é mostrado na Fig 1(d).



Como uma breve conclusao, neste trabalho estudamos o modelo dissipativo do acelerador de Fermi. Obtivemos o
mapa que descreve sua dindmica juntamente com sua inversa. Mostramos que o modelo preserva area do espago de
fase somente para o caso em que @ = § = 1. Obtivemos um cruzamento homoclinico e caracterizamos um evento
de crise. Finalmente, mostramos que a introducao de dissipagao provoca uma dréstica consequéncia para o modelo.
Além do modelo nao preservar drea como no caso conservativo, observamos uma abrupta destrui¢cao do atrator cadtico.
Mostramos, ainda, que essa destruicao é causada por a um evento de crise de fronteira.
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